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Аннотация. Исследуется жесткость динамической системы, описываемой дифференци-
альным уравнением первого порядка с необратимым оператором при старшей производ-
ной. Система возмущена операторной добавкой порядка второй степени малого параметра.
Определяются условия, при которых система робастна относительно этих возмущений и
условия, при которых влияние возмущений значительно, для чего выводится уравнение
ветвления. С помощью него устанавливается вид функций погранслоя. В качестве приме-
ра исследуется начально-краевая задача для системы уравнений в частных производных со
смешанной второй частной производной, встречающейся при изучении процессов сорбции
и десорбции газов, процессов сушки и т. д.
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Введение

Рассматривается задача Коши для динамической системы, описываемой дифференци-
альным уравнением

A
du

dt
= (B + εC + ε2D)u(t, ε), (0.1)

u(t0, ε) = u0(ε), (0.2)

где A,B,C,D — замкнутые линейные операторы, действующие в банаховом пространстве
E(R), domA = E, domB = E, domC = E, domD = E ; u(t, ε) ∈ E — искомая функция;
u0(ε) ∈ E — голоморфная в окрестности точки ε = 0 функция; t ∈ T = [t0; tmax]; ε ∈ E =

(0; ε0) — малый параметр.
Оператор A обладает свойством иметь 0 нормальным собственным числом (далее,

0-NEV-свойством).
Уравнение (0.1) с вырожденным оператором при старшей производной называется

алгебро-дифференциальным. Динамическая система, описываемая этим уравнением, не
является жесткой. Одним из важнейших свойств таких динамических систем является
свойство чувствительности системы даже к незначительным возмущениям параметров.

Возмущениями, вызываемыми наличием малого параметра при операторных коэффи-
циентах, занимались многие авторы: М.М. Вайнберг и В.А. Треногин (см. [1]), С. Г. Крейн
(см. [2]) и С.П. Зубова и К.И. Чернышов (см. [3]). Жесткость динамической системы ви-
да (0.1) с фредгольмовым оператором A, имеющим одномерное ядро, с более простой
правой частью (B + εC) изучена в работе [4], а в работе [5] построено асимптотическое
разложение решения по степеням параметра ε.

Возможно следующее поведение решения u(t, ε) при ε→ 0.

a) Равномерная сходимость на T решения u(t, ε) задачи Коши (0.1), (0.2) к решению
ū(t) предельной задачи Коши:

A
dū

dt
= Bū(t),

ū(t0) = ū0.

Это означает, что система жесткая (робастна по отношению к возмущению εC + ε2D),

т. е. изменение параметра ε мало меняет само решение.

О п р е д е л е н и е 0.1. Ограниченная функция v(t, ε) называется функцией по-
гранслоя вблизи точки t = t0, если v(t, ε) равномерно (по норме в банаховом пространстве
E ) стремится к 0 на [t′; tmax] при каждом t′ ∈ (t0; tmax) и не стремится равномерно к 0
на T.

Данное определение функции погранслоя обобщает определение, приведенное в работе
[6] в случае t0 = 0.

b) Явление погранслоя вблизи точки t = t0 :

u(t, ε) = ū(t) + v(t, ε),

где v(t, ε) — функция погранслоя вблизи t = t0. Этот случай возникает, когда вблизи
(в пограничном слое (t0; t

′)) начальной точки решение сильно изменяется.
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Остальные случаи:
с) lim

ε→0
‖u(t, ε)‖ =∞ или

d) предел u(t, ε) не существует.
Это критические случаи, когда малое изменение параметра приводит к такому сильному
изменению решения в пограничном слое, что может разрушить систему.

Явление погранслоя имеет место при выполнении некоторых условий регулярности
вырождения. В работе [7] в качестве примера исследуется динамическая модель Леонтьева
выпуска валовой продукции. Невыполнение условий регулярности вырождения влечет за
собой расхождение между планируемым объемом производства (ε = 0) и полученным на
практике.

Цель данной работы — исследовать жесткость динамической системы (0.1), (0.2) и
определить, при каких условиях на операторные коэффициенты уравнения имеют место
случаи a)–d) поведения решения. Для этого в работе получено уравнение ветвления, поз-
воляющее определить вид функций погранслоя.

В качестве примера рассматривается система уравнений в частных производных со
старшей смешанной второй частной производной. Такие уравнения встречаются при изу-
чении процессов сорбции и десорбции газов, процессов сушки и т. д. (см. [8]). Для ее иссле-
дования вводится матрично-дифференциальный оператор первого порядка. В работе [9]
доказано, что он обладает 0-NEV-свойством. С применением этого свойства устанавлива-
ется, что при некоторых условиях на числовые коэффициенты система является жесткой.

1. Необходимые сведения

Пусть A : E → E — линейный оператор, обладающий 0-NEV-свойством. Это свойство
влечет разложение E = M ⊕ N, где N — корневое подпространство, элементов ei, от-
вечающих нулевому собственному числу, а M — инвариантное подпространство и такое,
что сужение Ã оператора A на M имеет ограниченный обратный Ã−1 (см. [10]).

Рассматривается частный случай оператора A, обладающего двумерным ядром
(n = 2) без присоединенных элементов к элементам ядра, т. е. N = KerA. В подпро-
странстве N вводится скалярное произведение <,> так, что

< ei, ej >=

{
0, если i 6= j,

1, если i = j.

Элемент ядра z раскладывается по базису e1, e2 :

z = c1e1 + c2e2. (1.1)

Пусть P — проектор на N, Q — проектор на M. Вводится полуобратный оператор
H = Ã−1Q : M →M.

Имеет место следующее утверждение, доказанное в работе [7].

Лемма 1.1. Линейное уравнение

Av = w, v ∈ domA, w ∈ E,

равносильно системе
v = Hw + z для любого z ∈ KerA,

< Pw, ej >= 0, j = 1, 2.
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Далее, вводится определитель-функция

F (x, y) = det

(
f11(x, y) f12(x, y)

f21(x, y) f22(x, y)

)
,

где все функции fij достаточно гладкие. Обозначим

Fi1i2(x, y) = det


∂i1+i2f11
∂xi1∂yi2

∂i1+i2f12
∂xi1∂yi2

∂m−i1+n−i2f21
∂xm−i1∂yn−i2

∂m−i1+n−i2f22
∂xm−i1∂yn−i2

 , Ci
n =

n!

i!(n− i)!
.

Имеет место следующее утверждение о дифференцировании определитель-функции.

Теорема 1.1. Частная производная определитель-функции вычисляется по формуле

∂m+nF

∂xm∂yn
=

m,n∑
i1,i2=0

Ci1
mC

i2
n Fi1i2(x, y).

Это утверждение достаточно очевидно доказывается методом математической индук-
ции по m,n.

Далее, введем определитель-функцию

G(x, y) = det

(
g11(x, y) g12(x, y)

g21(x, y) g22(x, y)

)
, (1.2)

где gij — многочлены по степеням x, y с постоянными коэффициентами γrsij , т. е.

gij(x, y) =
∞∑

r,s=0

γrsij x
rys.

Из теоремы 1.1 получаем следующее утверждение

Следствие 1.1. Функция (1.2) является суммой ряда Маклорена

G(x, y) =
∞∑

r,s=0

Grsx
rys

с коэффициентами

Grs =

r,s∑
i1,i2=0

det

(
γi1i211 γi1i212

γr−i1,s−i221 γr−i1,s−i222

)
.

2. Уравнение ветвления

Для вывода уравнения ветвления сделаем подстановку

u(t, ε) = exp((t− t0)/λ)v(ε)

в (0.1), где λ = λ(ε) — числа, достаточно малые по модулю, отличные от нуля, v(ε) — рав-
номерно ограниченная функция и v(ε) 6= 0. Эта подстановка приводит к спектральному
уравнению

Av(ε) = λ(B + εC + ε2D)v(ε).
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В силу леммы 1.1 оно равносильно системе(
I − λH(B + εC + ε2D)

)
v(ε) = z, z 6= 0, (2.1)

< P (B + εC + ε2D)v(ε), ej >= 0, j = 1, 2. (2.2)

Пусть в дальнейшем выполнены следующие условия.

У с л о в и е 2.1. Операторы PB, PC, PD, HB, HC, HD ограничены.

У с л о в и е 2.2. Числа λ таковы, что при каждом ε ∈ E выполнено

0 < ‖λH(B + εC + ε2D)‖ < 1.

Тогда оператор
(
I − λH(B + εC + ε2D)

)
обратим; выразив v(ε) из (2.1) и подставив

в (2.2), получим систему
< R(λ, ε)z, ej >= 0, j = 1, 2, (2.3)

где
R(λ, ε) = P (B + εC + ε2D)

(
I − λH(B + εC + ε2D)

)−1
.

Представив оператор
(
H(B + εC + ε2D)

)n в виде

(
H(B + εC + ε2D)

)n
=

2n∑
s=0

εsH(n)
s , n = 0, 1, . . . ,

запишем оператор R(λ, ε) в виде ряда

R(λ, ε) =
∞∑

i,j=0

λjεiRji

в обозначениях

R00 = PB, R01 = PC, R02 = PD, R0j = 0, j = 3, 4, . . . ,

Rj0 = PBH
(j)
0 , Rj1 = PBH

(j)
1 + PCH

(j)
0 ,

Rji = PBH
(j)
i + PCH

(j)
i−1 + PDH

(j)
i−2, j = 1, 2, . . . , i = 2, 3, . . . , 2j,

Rj,2j+1 = PCH
(j)
2j + PDH

(j)
2j−1, Rj,2j+2 = PDH

(j)
2j ,

Rji = 0, j = 1, 2, 3, . . . , i = 2j + 3, 2j + 4, . . . .

Подстановка разложения (1.1) для z в равенства (2.3) приводит к системе

c1 < R(λ, ε)e1, ej > +c2 < R(λ, ε)e2, ej >= 0, j = 1, 2.

Определитель ∆ = ∆(λ, ε) этой системы равен 0, так как иное влечет равенства
c1 = c2 = 0, а значит, z = 0, что противоречит (2.1). Таким образом, получаем урав-
нение
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∆(λ, ε) = det

(
< R(λ, ε)e1, e1 > < R(λ, ε)e2, e1 >

< R(λ, ε)e1, e2 > < R(λ, ε)e2, e2 >

)
= 0,

являющееся искомым уравнением ветвления. Разложив выражение ∆(λ, ε) с применением
следствия 1.1, перепишем это уравнение в виде:

∆(λ, ε) =
∞∑

r,s=0

∆rsλ
rεs = 0 (2.4)

в обозначениях

∆rs =

r,s∑
i1,i2=0

det

(
di1i211 di1i212

dr−i1,s−i221 dr−i1,s−i222

)
, (2.5)

где
djirs =< Rjier, es > . (2.6)

3. Решение уравнения ветвления

Рассмотрим уравнение ветвления (2.4)–(2.6). Для его решения применяется диаграмма
Ньютона (см. [11]). Возможны следующие случаи.

Случай 1. ∆00 6= 0.

В этом случае имеет место асимптотическое представление ∆(λ, ε) при ε→ 0

∆(λ, ε) = ∆00 +O(ε),

где O(ε) вмещает в себя нормы ограниченных, в силу условия 2.1, операторов. Тогда
диаграмма Ньютона вырождается в точку, что означает случай a) поведения решения.

Далее, пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 3.1. Справедливо неравенство

∆10 6= 0.

Случай 2. Существует такое натуральное число s, что ∆0i = 0, i = 0, 1, . . . , s − 1,

∆0s 6= 0.

В этом случае имеет место асимптотическое представление ∆(λ, ε) при ε→ 0 :

∆(λ, ε) = εs∆0s +O(εs+1) + λ∆10 + o(λ).

В обозначении µ =
∆0s

∆10

по диаграмме Ньютона (см. рис. 1) решение уравнения ветвления

равно λ = −µεs.



178 В.И. Усков

Рис. 1. Диаграмма Ньютона

Подстановка в (2.1) приводит к следующему результату о поведении решения при
ε → 0.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2. Пусть ∆00 6= 0. Тогда имеет место
случай a).

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2, 3.1 и пусть существует такое
натуральное число s, что ∆0i = 0, i = 0, 1, . . . , s− 1, ∆0s 6= 0. Тогда:

1. Если µ > 0, то выполнен случай b), и функции погранслоя имеют переменную
τ = (t− t0)/εs.

2. Если µ < 0, то имеет место случай c).

4. Пример

Исследуем жесткость динамической системы

∂2u1
∂x∂t

− a∂u2
∂t

= b11u1 + b12u2 + εc11u1 + εc12u2 + ε2δ11u1 + ε2δ12u2,

∂2u2
∂x∂t

+ a
∂u1
∂t

= b21u1 + b22u2 + εc21u1 + εc22u2 + ε2δ21u1 + ε2δ22u2,

(4.1)

u1(x, t0, ε) = g1(x, ε), u2(x, t0, ε) = g2(x, ε),

u1(0, t, ε) = u1(2π/a, t, ε), u2(0, t, ε) = u2(2π/a, t, ε),

g1(0, ε) = g1(2π/a, ε), g2(0, ε) = g2(2π/a, ε),

(4.2)

где a, bij, cij, δij — заданные вещественные постоянные, a > 0; ui = ui(t, ε) — иско-
мые достаточно гладкие функции, gi(x, ε) — голоморфные в окрестности точки ε = 0,

i, j = 1, 2; x ∈ X; t ∈ T; ε ∈ E .
Под решением задачи (4.1), (4.2) подразумеваются функции ui = ui(x, t, ε) при каждом

ε ∈ (0; ε0) :
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1) непрерывно дифференцируемые по x при каждом t ∈ T и непрерывно дифферен-
цируемые по t при каждом x ∈ X;

2) удовлетворяющие условию
∂2v(x, t)

∂x∂t
≡ ∂2v(x, t)

∂t∂x
при каждых x, t ∈ X× T;

3) удовлетворяющие (4.1), (4.2) при каждых x, t ∈ X× T.

Для исследования этой задачи введем оператор

A =

 ∂

∂x
−a

a
∂

∂x


с областью определения

domA =
{
u(x) =

(
u1(x)

u2(x)

)
: ui(x) ∈ C1(X), ui(0) = ui(2π/a), i = 1, 2

}
,

действующий в банаховом пространстве

E =
{
u(x) =

(
u1(x)

u2(x)

)
: ui(x) ∈ C1(X), i = 1, 2

}
.

Для этого оператора построим подпространство N = KerA = {c1e1(x) + c2e2(x)},

e1(x) =

(
cos ax

− sin ax

)
, e2(x) =

(
sin ax

cos ax

)
, и определим проектор на N формулой

P =
a

2π


2π/a∫
0

(·) cos(a(x− s))ds
2π/a∫
0

(·) sin(a(x− s))ds

−
2π/a∫
0

(·) sin(a(x− s))ds
2π/a∫
0

(·) cos(a(x− s))ds

 .

Тогда полуобратный оператор запишется в виде

H = (Hij), i, j = 1, 2,

H11 = −
2π/a∫
x

(·) cos(a(x− s)) ds+
a

2π

2π/a∫
0

(·)s cos(a(x− s)) ds,

H12 = −
2π/a∫
x

(·) sin(a(x− s)) ds+
a

2π

2π/a∫
0

(·)s sin(a(x− s)) ds,

H21 = −H12, H22 = H11.

Задача (4.1), (4.2) сводится к задаче вида (0.1), (0.2) с операторами A = A, B = (bij),

C = (cij), D = (δij), i, j = 1, 2, искомой вектор-функцией u(x, t, ε) =

(
u1(x, t, ε)

u2(x, t, ε)

)
,

начальной вектор-функцией u0(x, ε) =

(
g1(x, ε)

g2(x, ε)

)
.
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Пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 4.1. Имеет место неравенство b12 6= b21 и выполнено хотя бы одно из
неравенств: b11 6= b22 или b12 6= −b21.

Вычисления по формулам (2.5), (2.6) показывают, что

∆00 =
(b11 + b22)

2 + (b21 − b12)2

4
,

∆01 =
(b11 + b22)(c11 + c22) + (b21 − b12)(c21 − c12)

2
,

∆02 =
(c11 + c22)

2 + (c21 − c12)2

4
+

(b11 + b22)(δ11 + δ22) + (b21 − b12)(b21 − b12)
2

,

∆10 =
(b21 − b12)

(
(b11 − b22)2 + (b12 + b21)

2
)

8a
.

Нетрудно видеть, что при выполнении условия 4.1 имеем ∆00 6= 0 и ∆10 6= 0. По-
скольку все операторы в условии 2.1 ограничены (P,H ограничены как интегральные,
B,C,D — как числовые), и выполнены условия 2.2, 3.1, то теорема 3.1 влечет результат:
динамическая система (4.1), (4.2) жесткая.
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